WYKLAD 5

ROWNANIE EULERA I JEGO CALKI
PIERWSZE
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ROWNANIE EULERA

W Wykladzie nr 4 wyprowadziliSmy ogolne r-nie ruchu ptynu 1 pokazalismy jego szczegolny
(de facto najprostszy) wariant zwany Rownaniem Eulera. Rownanie to opisuje ruch
najprostszego (oczywiscie hipotetycznego) osrodka pltynnego zwanego ptynem idealnym. W
sensie mechanicznym ,,idealnos¢” tego plynu polega na braku zdolnosci do przenoszenia
naprezen stycznych, czyli przejawia si¢ brakiem lepkosci.

Standardowa posta¢ rownania Eulera to

p[8t0+(v-V)v]:—Vp+pf

Ze wzgledu na brak lepkosci, w oplywie ciala plynem idealnym wystepuje poslizg plynu na
powierzchni tego ciala.

Innymi stlowy: styczna do powierzchni ciata sktadowa predkosci ptynu jest na ogo6t inna niz
predkos¢ samej powierzchni. Jezeli ciato jest nieprzenikalne dla ptynu (brak transpiracji), to
ma oczywiscie miejsce zgodnos¢ sktadowej normalnej (i tylko tej) predkosci powierzchni
ciala 1 predkosci ptynu na tej powierzchni.
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Pokazemy, ze przy pewnych zalozeniach mozna uzyska¢ z rownania Eulera zwigzki
algebraiczne (tj. nie rézniczkowe) pomigedzy wielkosciami opisujgcymi ruch plynu. Zwigzki
takie zwane s3 calkami pierwszymi tego rOwnania.

Zacznijmy od przypomnienia, ze przyspieszenie konwekcyjne ptynu moze by¢ przedstawione
w formie Lamba-Gromeki

(v-V)o =V( %02)+wxv ,
gdzie @ =V X v to wirowos¢. R-nie Eulera moze by¢ zatem zapisane jako

1
ow+V(iv? ) +wxv=—="Vp+f
045307 o -

Zalozmy, ze:

(1) przeplyw jest ustalony (stacjonarny), tj. zadna z wielkosSci przeptywowych nie zalezy
jawnie od czasu,

(2) pole sil objetosciowych jest polem potencjalnym, tj. istnieje pole skalarne @ takie, ze t
f = Vo,
(3) plyn jest barotropowy, tj. istnicje obowiazujacy w calym obszarze przeplywu zwiazek

p=p(p).
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Wiemy z Wykladu nr 1, ze jezeli ptyn jest barotropowy to istnieje funkcja (potencjat
cisnienia) P taka, ze

P(R)= [ iy P
~1o0p

Wowczas P[ p(x)]=P1 p(X)] ,0 OX:

— VP:in
o,

Przypomnijmy réowniez, ze w przypadku plynu niescisliwego ( p stala) mamy P =p/ p,
natomiast w przypadku gazu doskonalego w warunkach izentropowych mamy

p=_KP
(xk-Dp

Przy uczynionych zatozeniach rownanie Eulera moze by¢ zapisane w nastepujacej formie

= CPT =1 (entalpia wlasciwa)

V(%02+P—d§f ):vxw
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Rozwazmy teraz dowolna linic pradu. Wektor postaci T =v /v obliczony w dowolnym
punkcie tej linii jest (z definicji) jej wersorem stycznym w tym punkcie.

Obliczmy pochodng kierunkowsg ...

V°+P-@ ) V(%02+P—§Df)- %v (vxw) =

ael2

iloczyn mleszanyI

Z powyzszego wynika, ze wyrazenie %02 + P — ij jest state wzdhuz wybranej linii pradu,

czyli:

Otrzymana rowno$¢ nosi nazwe calki Bernoulliego rownania Eulera. Stala Bernoulliego Cg
moze by¢ — na ogo6t — inna dla réznych linii pradu.
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Kiedy stala Bernoulliego jest taka sama dla wszystkich linii pradu?

Jesli iloczyn wektorowy 0 X @ =0 to
V(%uz +P-@, j:O = Jv*+P-@, =const

czyli wielkos¢ w nawiasie jest taka sama w kazdym punkcie obszaru przeptywu. Jest to
oczywiscie warunek rownowazny stwierdzeniu, ze warto$¢ statej C jest globalna.

W szczegolnosci, bedzie tak, gdy wirowos¢ @ znika tozsamosciowo w calym obszarze ruchu
(e =0). Jest to bardzo mocna wlasnos¢, ktora implikuje, ze pole predkosci jest potencjalnym
polem wektorowym, tj. istnieje pole skalarne @, takie, ze v =V @, .

W praktyce, uzywamy rownania Bernoulliego, ktore otrzymujemy zapisujac rownos¢
wyrazenia %02 + P —@f obliczonego w dwoch roznych punktach A 1 B tej samej linii

pradu (lub dwoch punktow w przeptywie, jezeli mozna przyjac¢, ze stata Bernoulliego jest
globalna). Wyglada to tak ...

(%02 +P-@, )A:(%UZ +P-@, )B
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ZWIAZEK ROWNANIA BERONULLIEGO Z ZASADA ZACHOWANIA ENERGI|

W niektorych inzynierskich podrecznikach
hydrodynamiki mozna znalez¢
,wyprowadzenie” rdéwnania Bernoulliego,
ktorego zasadnos¢ jest ograniczona tylko do
przeplywow ptynu niescisliwego.
Zademonstrujemy to podejscie.

Rozwazmy tzw. rurke pradu (ang. stream
rube) tj. obszar kontrolny ograniczony
powierzchnig ,utkang” =z linii prady
przechodzacych przez zamknietg linie (petle)
v (obrazek), i rozciaggajacy si¢ miedzy

przekrojami A 1 B. Zakladamy, ze
charakterystyczny rozmiar poprzeczny obszaru jest bardzo maly w porownaniu z odlegloscig
A 1 B mierzong wzdtuz linii pradu. Inna nazwa tak skonstruowanego obszaru to struga.

Obliczymy teraz zmian¢ energii Kinetycznej plynu znajdujacego si¢ wdanej chwili w
obszarze strugi, zachodzace w dowolnie krotkim interwale czasowym At.
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Po pierwsze, z zasady zachowania objetosci (ptyn niescisliwy) wynika, ze wydatek
objetosciowy w kazdym przekroju poprzecznym strugi jest identyczny. W szczegolnosci, dla
przekrojow wlotowego A 1 wylotowego B mozemy napisa¢ rownosc

Q) =SaUp = SpUg

Zmiana energii kinetycznej strumienia plynu pomiedzy wlotem A i wylotem B w czasie At
wyraza si¢ wzorem

AE, =3 pQ,Atug—3 pQ, At ug =FAmug —FAmu;

Am Am

Powodem zmiany energii kinetycznej jest praca wykonana przez sity zewnetrzne, wynikajace
z rOznicy ci$nien i pole sit masowych o potencjale @.

Prace t¢ wyraza wzor
W = p,S, o4t — pgSgup At + AM(Dg — D, )

praca sily cisnieniowej praca zewngtrznego
pola potencjalnego

8/14




Jak wiemy, ma miejsce rOwnos¢
AE, =W

Po podzieleniu jej przez Am i przeniesieniu skladnikdOw miedzy stronami réwnosci,
otrzymujemy r-nie Bernoulliego

lp2 +1

e —1,241n _
SUAT 5 PA—Pp=505+5Pg—P

B B

W szczegolnosci, gdy polem sit objetosciowych jest jednorodna grawitacja, mamy
f=—qge, = &=-0qz

1 rownanie Bernoulliego (po pomnozeniu przez gestos¢) przyjmuje postac

%PUiJF pA+ngA :ijé+ P+ 0945
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W polu sit bedacych sumg jednorodnej grawitacyi 1 sit odsrodkowych (Przykiad 3 z Wyktadu
nr 1) obowigzujg formuty

f(r,z2)=0Q°e,—ge, = ®=310r"—gz
W takim przypadku rownanie Bernoulliego wyglada nastepujaco
1 2 1 2?2 _ 2 1 2¢2
3 PUL + Py —5 P21 + POz, =5 pUE+ Pg—35 pL2°15 + pOZg

Zauwazmy, ze w ogoélnym przypadku rownanie Bernoullliego jest wyprowadzane bez
zalozenia niescisliwosci!

W szczegolnosci, RB moze by¢ wyprowadzone dla przypadku izentropowego ruchu gazy
Clapeyrona. Z elementarnej termodynamiki wiemy (wiemy?), ze w warunkach przemiany
izentropowe] ma miejsce (globalny) zwiazek pomiedzy gestoscia a ciSnieniem gazu
Clapeyrona, a mianowicie

p=Cp* , &

Cp
Cy
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Zatem, gaz w takich warunkach jest ptynem barotropowym i funkcja ci$nienia P moze by¢
obliczona nastepujgco

-1 1-Ux _ D
P= Ip(p) clijp “dp = 1—(1/K)C%/Kp f=5

W rezultacie, rownanie Bernoulliego przyjmuje postac

UWAGI:
1. W przypadku (typowych dla gazow) niewielkiej gestosci 1 stabych pdl sitowych sktadnik
zawierajacy potencjat @ jest zwykle pomijany.
2.0trzymane powyzej rownanie Bernoulliego jest rOwnowazne zasadzie zachowania
energii caltkowitej dla gazu (pokazemy to w jednym z nastgpnych wyktadow).

W przypadku ogolnym calka Bernoulliego nie ma jednak nic wspolnego z energia i jej
zachowaniem. Oto odpowiedni kontrprzyktad ..
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Rozwazmy izotermiczny ruch gazu Clapeyrona, w ktérym gaz zachowuje $cisle stalg
temperaturg. Jest oczywistym, ze jesli predkos¢ gazu nie jest wszedzie taka sama to ruch taki
nie moze istnie¢ bez zmian catkowitej energii (np. w wyniku dostarczania lub odbierania
ciepta).

Skoro z zatozenia temperatura gazu jest stala to z rownania stanu (Clapeyrona) wynika, ze
— 1 —
p=r-P=Cp

Funkcje cisnienia P obliczamy nastepujaco

P=[- =4 [p?dp=4In(p/ p,)=RTIN(p/ py)

gdzie P, jest pewnym (dowolnie wybranym) ci$nieniem odniesienia.

Odpowiednie rOwnanie Bernoulliego ma zatem nastepujgco postac

%u§+ RTIN(PA/ Pyes ) — P, :%u§+ RTIn(pg/ P, )Py

1 oczywiscie nie wyraza tym razem bilansu energii calkowitej gazu.

12/14




CALKA PIERWSZA CAUCHY’EGO-LLAGRANGE’A

Catka Beroulliego nie jest jedyng calkg pierwsza rownania Eulera. Zmieniajgc nieco zatozenia
mozna otrzymac inng catke pierwszg zwang calkg Cauchy’ego-Lagrange’a.

Z porownaniu z catkg Bernoulliego zmiana polega na odrzuceniu zatozenia stacjonarnosci
przeplywu — tym razem dopuszczamy, ze przeplyw jest niestacjonarny. \Wzmacniamy
natomiast znaczgco zatozenia odnosnie pola predkosci przeptywu, przyjmujac, ze pole to jest

potencjalne. Oznacza to, ze istnieje pole skalarne (potencjat predkosci) @, takie, ze

=V,

Wowczas, majg miejsce nast¢pujace roOwnosci

w=Vxp=0 %z (%@Vj V=V, )

Zauwazmy, ze pole wirowosci znika teraz tozsamoSciowo w obszarze przeplywu.
Moéwimy, ze ruch ptynu jest bezwirowy.
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Wykonujac podstawienia podobnie jak w przypadku catki Bernoulliego, otrzymujemy
rOwnanie

V(%@V+%|V@V|Z +P—cbfj=o

Zerowanie si¢ gradientu wyrazenia w nawiasie oznacza, ze¢ zalezy ono co najwyzej od czasu
co pozwala zapisac calke pierwszg Cauchy’ego-Lagrange’a

OB 3V + P, =C(1)

W powyzszym réwnaniu, funkcja czasu C(t) jest dobrana dowolnie. W istocie, bez utraty
ogblnoéci mozna przyja¢ C(t) =0.
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